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Let E be a Banach lattice with a quasi-interior point u and let F be an atomic
Banach lattice with order continuous norm. Furthermore let {T;: i E I} be an
equicontinuous net of positive linear operators from E into F, and let S be a
positive linear operator from E into F. Among other things it is shown that
lim; T;u = Su and lim i r5(Tj x) = t5(Sx) for all elements x E E and all real lattice
homomorphisms J on F implies lim; Tjx = Sx for all x E E.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit der Frage, wann bei positiven
Operatoren die Konvergenz in einer schwacheren Topologie unter einer
zusatzlichen geringfiigigen Voraussetzung die Konvergenz in einer starkeren
Topologie zur Folge hat. Es zeigt sich, daB in diesem Zusammenhang
Banachverbande mit ordnungsstetiger Norm eine Rolle spielen. Was die
Bezeichnungen und die Terminologie betrifft, halten wir uns eng an Schaefer
[41·

Es sei E ein archimedischer Vektorverband, dessen positiven Kegel wir mit
E + bezeichnen. Ein Element u E E + heiEt Atom, falls das von u erzeugte
Hauptideal eindimensional ist. Der Vektorverband E selbst wird atomar
genannt, falls in E ein maximales Orthogonalsystem existiert, welches aus
lauter Atomen besteht. Bei der folgenden Untersuchung erweisen sich die
atomaren Banachverbande mit ordnungsstetiger Norm als besonders giinstig,
weil ihre reellen Verbandshomomorphismen die Punkte trennen und
ordnungsstetig sind. Die bekanntesten Beispiele fiir atomare Banachverbande
mit ordnungsstetiger Norm sind die Folgenraume /P (1 ~ P < 00) und co'

Den topologischen Dual (dualen Banachverband) eines Banachverbandes E
bezeichnen wir mit E'. Unser Konvergenzsatz fUr atomare Banachverbande
mit ordnungsstetiger Norm lautet nun wie folgt:
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THEOREM 1. Es sei E ein Banachverband, Fein atomarer
Banachverband mit ordnungsstetiger Norm, V eine Menge reeller
Verbandshomomorphismen auf F, welche die Punkte von F trennt, und M
eine nichtleere Teilmenge von E mit {.u E E'+: .u == 0 auf M} = {O}.

Ferner sei {T;: i E I} ein gleichstetiges Netz positiver linearer Uperatoren
und S ein positiver linearer Operator von E nach F, so daft limi T; y = Sy fiir
aile y E M und lim; o(Tix) = o(Sx) fiir aile x E E und 0 E V gilt. Dann ist
limi Tix = Sx fiir aile x E E.

Beweis. Es sei M o die lineare Hulle von M. Aus bekannten Tren­
nungssatzen (siehe [2, S. 82,3.1.6]) ergibt sich, daB die Bedingung {.u E E'+:
.u==O auf M}={O} die Beziehungen Mo-E+=E und Mo+E+=E
impliziert, wobei jj die abgeschlossene Hulle einer Menge B bezeichnet.

Es sei z E E + • Da F ordnungsvollstandig ist, existieren in F die Elemente
Zi := inf{ Tjz: j E I undj ~ i} fUr alle i E I. Das Netz {z;: i E I} ist nach oben
gerichtet. Aus lim; o(Tiz) = o(Sz) fUr alle 0 E V folgt o(zJ ~ o(Sz) fur alle
oE V. Da V die Punkte trennt, bedeutet dies 0 ~ Zi ~ Sz fUr alle i E I.

Sei nun i:= SUP{Zi: i E f}. Da jedes 0 E V ordnungsstetig ist und da
limi o(T;z) = o(Sz) ist, ergibt sich o(zl = o(Sz) fur alle 0 E V. Es ist also
i = Sz. Da die Norm ordnungsstetig ist, erhalten wir lim; Zi = Sz. Aus
Zi ~ Tiz folgt hieraus lim;(Tiz - Sz)- = O. Es gilt also lim;(Tix - Sx)- = 0
fUr alle xEE+ und lim;(T;x-Sxt=limi(Ti(-x)-S(-x))-=O fur alle
xE -E+.

Da limi Tiy = Sy fUr alle y E M o gilt, ergibt sich nun limi(T;x - Sx)- = 0
fUr alle x E M o+E + (=E) und limi(T;x - Sx)+ = 0 fUr alle x E
M o - E + (=E). Dies bedeutet limi Tix = Sx fUr alle x E E. Q.E.D.

Ein positives Element v eines Banachverbandes G heiBt quasiinnerer
Punkt von G, falls das von v erzeugte Hauptideal dicht in Gist. Es ist klar,
daB jeder fJ.uasiinnere Punkt, als einpunktige Menge betrachtet, die in
Theorem 1 geforderte Eigenschaft der Teilmenge M besitzt.

KOROLLAR 2. Es sei E ein Banachverband mit quasiinnerem Punkt u, F
ein atomarer Banachverband mit ordnungsstetiger Norm und V eine Menge
reeller Verbandshomomorphismen auf F, welche die Punkte von F trennt. Es
sei {Ti: i E I} ein gleichstetiges Netz positiver linearer Operatoren und S ein
positiver linearer Operator von E nach F, so daft gilt:

(i) lim i T;u = Su und

(ii) lim i o(T;x) = o(Sx) fiir aile x E E und aile 0 E V.

Dann gilt lim i T;x = Sx /iir aile x E E.

1m Falle E = F = IP (1 ~ P < (0) k6nnen wir zum Beispiel fUr u die Folge
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(k-(P+ I) und fUr V die Menge der Koordinatenfunktionale bn (n E IN)
wahlen (bn(xk ) = xn fUr aile (xk ) E IP).

Korollar 2 besagt, daB bei Vorliegen der punktweisen Konvergenz auf den
reellen Verbandshomomorphismen die Konvergenz in der Normtopologie in
einem einzigen quasiinneren Punkt getestet werden kann. Wir wollen
bemerken, daB die angegebene punktweise Konvergenz auf den reellen
Verbandshomomorphismen stets schwacher ist als die Konvergenz in der
schwachen Topologie, z.B. echt schwacher im Banachverband II.

In Theorem 1 kann man auf die Ordnungsstetigkeit der Norm nicht
verzichten, wie das folgende Gegenbeispiel in dem ordnungsvollstandigen,
atomaren Banachverband 100 zeigt.

GEGENBEISPIEL 3. Wir identifizieren den Banachverband 100 mit dem
Banachverband C(fJIN) der reellwertigen, stetigen Funktionen auf der
Stone-Cech-Kompaktifizierung pIN der Menge IN der natiirlichen Zahlen. Es
sei to E PIN\IN. Fiir aile n E IN sei die Abbildung lpn: pIN -+ pIN definiert durch

lpn(t) := to

:= 1

fUr t E pIN und t *- n

fUr t = n.

Dann ist jedes lpn eine stetige Abbildung von pIN in sich, und die
Abbildungen Tn' definiert durch Tn/:= 10 lpn fUr aile 1 E C(fJIN), sind
lineare Verbandshomomorphismen von C(fJIN) mit Tne = e, wobei e die
Einsfunktion auf pIN bezeichnet. Als S wahlen wir die Abbildung
1 -+ SI := l(to) e fUr aile 1 E C(fJIN). Dann gilt Tn e = e fUr aile n E IN und
limn~oo(Tnf)(t)= (SI)(t) fUr aile 1 E C(fJIN) und aile t E PIN. Aber fUr die
Funktion g E C(fJIN) mit g(k) := 1 - 11k fUr aile k E IN ist II Tn g - Sgll = 1
fiir aile n E IN.

Die klassischen Integrationsraume U (IR) (1 ~ P < (0) der Lebesgue
integrierbaren, reellwertigen Funktionen auf der Menge IR der reellen Zahlen
haben zwar eine ordnungsstetige Norm, aber keine reellen Verbands­
homomorphismen. Will man diese Banachverbande als Bildraume nehmen
und fUr diese Raume eine dem Theorem 1 entsprechende Aussage erhalten,
so muB man die punktweise Konvergenz auf den reellen Verbands­
homomorphismen durch eine andere Konvergenzart ersetzen.

Das nachste Theorem zeigt, daB man fiir die Topologie der gleichmaBigen
Konvergenz auf den Ordnungsintervallen des Duals und die identische
Abbildung ein solches Ergebnis beweisen kann.

Es sei E ein Banachverband. Unter der Topologie o(E, E') der
gleichmaBigen Konvergenz auf den Ordnungsintervallen des Duals E'
versteht man diejenige Topologie auf E, welche durch die
Verbandshalbnormen PIJ (p E E'+) erzeugt wird, wobei PIJ(x) := ,u(lx\) fUr aUe
x E E ist (s. Peressini [3, Kap 3, §2] und Schaefer [4, Kap. II, Exerc.28]).
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Die Topologie o(E, E') ist unter allen lokalkonvexen Topologien, welche
feiner als die schwache Topologie o(E, E') sind, die grobste, in der die
Verbandsoperationen stetig sind.

THEOREM 4. Es sei E ein reflexiver Banachverband oder ein separabler
Banachverband mit ordnungsstetiger Norm. Es sei u ein quasiinnerer Punkt
von E und (Tn) eine Folge positiver Endomorphismen von E mit den beiden

/olgenden Eigenschqften:

(i) limn~oo Tnu = u in der Normtopologie und

(ii) limn~oo Tnx = x/iir aile x E E in der Topologie o(E, E').

Dann gilt limn_oo Tnx = x/iir aile x E E in der Normtopologie.

Beweis. Es geniigt, die Konvergenzaussage fUr positive Elemente zu
beweisen. Es sei x E E +. Wir nehmen an, die Folge (Tnx) konvergiere nicht
gegen x, und fUhren diese Annahme wie folgt zu einem Widerspruch.

Dann gibt es ein r> 0, eine Teilfolge (n j ) der Folge (n) und Punkte

fl. n E E'+ mit IIfl.nll ~ lund
) )

fUr aile j E IN.

Nach den iiber E gemachten Voraussetzungen sind in E' die
abgeschlossenen, beschrankten Teilmengen o(E', E)-folgenkompakt.
Aufgrund der Eigenschaft (ii) ist die Folge (Tn) nach dem Satz von
Banach-Steinhaus gleichstetig. Es gibt daher eine Teilfolge (n k ) der Folge
(n j ) und eine Teilfolge (n/) der Folge (n k ), so daB in der Topologie o(E', E)

die Folge (PnJ gegen ein fl.o E E'+ und die Folge (T',,/fl.n) gegen ein fl., E E'+
konvergiert, wobei wir mit T~/ die adjungierten Operatoren von Tn,
bezeichnen.

Wenn wir zeigen konnen, daB fl., = fl.o ist, dann erhalten wir

lfl.nlTn/x ) - fl.nlx)1 = Ifl.n/(Tn/x) - fl.'(x) +fl.o(x) - fl.n/(x)1

~ IT~/fl.n/(x) - fl.,(x)1 + Ifl.n/(x) - fl.o(x)1

fUr aile I E IN. Da aber die rechte Seite dieser Ungleichung beliebig klein
gemacht werden kann, haben wir dann den gewiinschten Widerspruch zur
Ungleichung (*).

Aus lim/~oo Tn/u = u und der Abschatzung 1fl.I(u) - fl.o(u)1 ~ Ifl.!(u)­
T'", fl.n/(u)1 + 1T',,/ fl.n/(u) - fl.n/(u)1 + Ifl.nlu) - fl.o(u)1 fUr aile I E IN folgt
fl.! (u) = fl.o(u). Da u ein quasiinnerer Punkt ist, erhalten wir also fl.! = fl.o'
wenn wir zeigen k6nnen, daB fl.! ~ fl.o ist.

Es sei z E E +. Aus limn~oo Tnz = z in der Topologie o(E, E') folgt
lim/_oo fl.oG Tn/z - z I) = O. Es gibt nun eine Teilfolge (n m ) der Folge (n/) mit
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,uo(ITnm+,z-Tnmzl)~2-mfUr alle mE IN. Die im folgenden auftauchenden
Indizes ni und ns gehoren stets zu der Teilfolge (n m ).

Fiir alle i, r, m E IN mit r > m und r ~ i ~ m gilt

s=r

ITnjz-Tnmzl~ ~ !Tn,z-Tns_lzl,
s=m+ I

s=r

~ L ITnsz-Tns_,zl
s=m+l

und

s=r

(1)

Fur alle mE IN sei nun sm := inf{Tn;z: i ~ m}. Dann gilt
sm = infr>m{infr;'i;.m{Tnjz}}, und die Foige (infr;'i;.m{Tnjz})r>m ist monoton
fallend. Da die Linearform ,uo ordnungsstetig ist, ergibt sich aus der
Ungleichung (I) die Abschiitzung

00

L ,uo(ITnsz-Tns_,zl)~21-m
s=m+ 1

(2)

fUr aile m E IN.
Aus limm~oo ,uo(1 Tnmz - z I) = °erhalten wir ,uo(z) = limm~oo ,uo(Tnmz). Aus

der Ungleichung (2) ergibt sich dann limm~oo,uo(sm)=,uo(z).Nun gilt,ul(z)=
limm~oo ,un)Tnmz). Fur festes moE IN ist Tnmz ~ smo fUr aile m ~ mo' also
,un)Tnm z) ~ ,un)smo) fiir aile m ~ mo' Hieraus folgt ,ul (z) ~ ,uo(smJ Aus
limm~oo ,uo(sm) = ,uo(z) ergibt sich dann ,u I (z) ~ ,uo(z). Q.E.D.

An dieser Stelle wollen wir das folgende Ergebnis von R. L. James uber
die Banachverbiinde UfO, 1] (1 ~ p < 00) erwiihnen (s. [1, Theorem 5.3]):

Es sei (Tn) eine gleichstetige Foige positiver Endomomorphismen von
LP[O, 1]. Ferner konvergiere Tne gegen e (e(t) == 1) in der Normtopologie
und Tnx gegen x in der schwachen Topologie fUr die beiden Funktionen
x(t) = t und x(t) = t2

• Dann gilt limn~oo Tnx = x fUr aile x E UfO, 1].
Zum Schlul3 bringen wir noch eine Anwendung von Theorem 1 fUr den

Fall, daB auch auf den Urbildriiumen die reellen Verbandshomomorphismen
die Punkte trennen. Dabei spielt die eindeutige Fortsetzbarkeit von Linear­
formen eine Rolle (wie in SchetTold [5]).
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SATZ 5. Es sei E ein Banachverband mit quasiinnerem Punkt u und der
Eigenschaft, dajJ die Menge VeE) der reellen Verbandshomomorphismen auf
E die Punkte trennt. Es sei G eine nichtleere Teilmenge von E und es gelte

E = {x E E: p E E'+, ~ E VeE) undp(y) = ~(Y)fiiralley E G

impliziert p(x) = ~(x)}.

Ferner sei Fein atomarer Banachverband mit ordnungsstetiger Norm und V
eine Menge reefier Verbandshomomorphismen auf F, welche die Punkte
trennt.

Es sei {Ti : i E I} ein gleichstetiges Netz positiver linearer Operatoren und
S ein linearer Verbandsoperator von E nach F, so dajJ gilt:

(i) lim; Tiu = Su und

(ii) lim; ~(Ti y) = ~(Sy) fur aile y E G und aile ~ E V.

Dann gilt lim; Tix = Sx fur aile x E E.

Beweis. Nach Korollar 2 genugt es zu zeigen, dal3 die dort angegebene
Voraussetzung (ii) erfUllt ist.

Sei x E E und ~ E V. Wir nehmen an, es gelte nicht lim; ~(TiX) = ~(Sx).

Dann gibt es ein r >°und ein Teilnetz {Tj : j E l} von {Ti : i E I} mit (*)
1~(Tjx)-~(Sx)l~r fUr allejEl. Ferner existiert ein Teilnetz {Tk : kEK}
von {Tj : jEll, so dal3 das Netz {T~~: kEK} in der Topologie a(E',E)
gegen ein v E E'+ konvergiert. Fur y E G gilt nun die Abschatzung

Iv(y) - (S'~)(y)1 ~ Iv(y) - (T~~)(y)1 + I(T~~)(y) - (S'~)(y)1

fUr aile k E K. Aufgrund der Voraussetzung (ii) des Satzes folgt hieraus
v( y) = (S' ~)( y) fUr aile y E G, und es ist S'~ E VeE). Die uber G gemachte
Voraussetzung bedeutet dann v = S'~. Es gilt daher (S'~)(x)= limk(T~~)(x),

was ein Widerspruch zur Ungleichung (*) ist. Es ist also lim; ~(TiX) = ~(Sx).

Q.E.D.

Es sei E = F = IP (1 ~ P < (0). Dann k6nnen wir zum Beispiel fUr u die
Folge (e- n

) und fUr G die dreipunktige Menge {gi: i = 0, 1,2} wahlen, wobei
g; diejenige Folge ist, deren kte Koordinate (g;)k gleich k;e- k ist. Satz 5
bedeutet dann zum Beispiel: 1st (Tn) eine gleichstetige Folge positiver
Endomorphismen des Banachverbandes IP (1 ~ P < (0) mit
limn~oo Tn go = go und limn~co(Tngi)k = k;e- k fUr i = 1,2 und aile k E IN, so
gilt limn .00 Tn! = ffUr alief E [P.
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